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Résumé 

Dans ce travail, nous montrons des propriétés d'équidistribution des horocycles 
(■h , d'une surface géométriquement finie à courbure négative variable. Si la surface est 

hyperbolique, nous en déduisons un résultat d'équidistribution des orbites du flot horo- 
cyclique en volume infini. 

Introduction 

> 

qq ' Cet article a pour propos essentiel d'étudier l'équidistribution des orbites du flot horo- 

lf} . cyclique d'une surface hyperbolique, lorsqu'elle est de volume infini. 

Rappelons que dans le cas d'une surface compacte S, le flot horocyclique (/i*) te R sur le 
fibre unitaire tangent T X S est uniquement ergodique (Furstenberg pj]) et, en particulier, 
toutes les orbites du flot horocyclique s'équidistribuent vers l'unique probabilité invariante : 
la mesure de Liouville. Si S n'est plus compacte, mais seulement de volume fini, les orbites 
périodiques donnent lieu à d'autres probabilités invariantes ergodiques mais le résultat 
est essentiellement le même (Dani-Smillie [Tfl] l : toute orbite non périodique s'équidistribue 
vers la mesure de Liouville. Ces résultats d'équidistribution ont été étendus par Marina 
Ratner à tous les flots unipotents sur les espaces G/Y, où Y est un réseau d'un groupe de 
Lie G. 



En revanche, le cadre des espaces homogènes G/Y de volume infini a été peu étudié, 
et nous nous intéressons ici au cas le plus simple d'une surface hyperbolique S de volume 



> 

i-H 

infini. Si S est réalisée comme le quotient M/Y, où H est le demi-plan hyperbolique et Y C 
PSL(2,R) est un groupe Fuchsien, son fibré unitaire tangent T X S s'identifie à PSL(2,R)/Y, 
et la mesure de Haar sur PSL(2,R)/Y coïncide avec la mesure de Liouville sur T 1 »?. Celle-ci 
charge alors des points errants du flot horocyclique, et est en particulier non ergodique. 
Néanmoins, si S est supposée géométriquement finie (i.e. si Y est de type fini), il existe une 
autre mesure invariante m à support dans l'ensemble non errant £ du flot horocyclique. 
Cette mesure est de masse totale infinie et ergodique pour le flot horocyclique 0, 53 C'est 
l'unique mesure invariante ergodique distincte des probabilités invariantes induites par les 
orbites périodiques du flot horocyclique, quand il y en a. 

Lorsque la surface est convexe- cocompacte, i.e. géométriquement finie sans cusps, une 
propriété d'équidistribution des orbites du flot horocyclique a été démontrée par Burger 
dans (S], à l'aide de méthodes analytiques précises, mais valides sous certaines conditions 
sur l'exposant critique de Y. Nous nous intéressons ici au cas général d'une surface avec (ou 
sans) cusps, sans restriction sur l'exposant critique, dans lequel nous prouvons l'équidistribu- 
tion par une méthode valide en courbure variable. Comme m est infinie, on ne peut espérer 
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un résultat classique d'équidistribution des moyennes, et nous allons énoncer un théorème 
de type quotient. (L'énoncé est à comparer avec le théorème quotient de Hopf pH], analogue 
en mesure infinie du théorème de Birkhoff.) 

Théorème 14.41 Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie, et u £ £ C T X S 
un vecteur non errant et non périodique pour le flot horocyclique (/i')teR. Alors pour toutes 
fonctions continues à support compact <p et ip de T 1 5 dans M, on a 



En fait, ce théorème est une reformulation d'un théorème plus général en courbure 
variable (Théorème 13, qui lui-même se déduit d'un théorème d'équidistribution d'autres 
moyennes, que nous allons décrire ci-dessous. 

Soit donc S une surface géométriquement finie de courbure variable majorée par —1. On 
sait qu'il existe une mesure importante sur T X S, la mesure de Patterson-Sullivan mps, à 
support dans l'ensemble non errant fl du flot géodésique. Par ailleurs, il n'y a plus alors de 
paramétrisation naturelle du flot horocyclique, mais simplement un feuilletage de T 1 *? en 
horocycles. Sur chaque feuille notée H + de ce feuilletage, on dispose d'une part d'une dis- 
tance notée d H + , et d'autre part de la mesure conditionnelle fJ, p ^ + de la mesure de Patterson- 
Sullivan. Nous étudions dans ce cadre le comportement des moyennes 



où u est un vecteur fixé de la feuille H + et B + (u,r) la boule centrée en u de rayon r pour 
la distance d H + . 

A priori, elles peuvent sembler sans rapport avec les moyennes sur les orbites du flot 
horocyclique du théorème 14.41 ci-dessus. Mais d'une part en courbure constante, pour tout 
vecteur u, la boule B + (u,r) coïncide avec l'orbite {h s (u), \s\ < r}. 

D'autre part, la notion clé utilisée ici est non pas celle de mesure invariante par le flot 
horocyclique, mais plutôt celle de mesure transverse invariante par holonomie. La classifica- 
tion des mesures invariantes a son analogue dans ce cadre : en dehors des mesures transverses 
invariantes induites par les feuilles compactes, il existe une unique mesure transverse invari- 
ante, notée fi = {mt}, à support dans l'ensemble non errant du feuilletage horocyclique [18 . 
La mesure m du théorème !4.4l est le « produit » de cette mesure p, par la mesure de Lebesgue 
dt le long des orbites du flot horocyclique, alors que la mesure de Patterson-Sullivan est le 
produit de cette même mesure /i par la famille de mesures conditionnelles {^+}- 

Afin d'étudier les moyennes M r u , nous aurons besoin d'une condition de divergence des 
bouts cuspidaux de S notée Q qui est vérifiée en courbure constante, et qui impliquera en 
particulier que la mesure de Patterson Sullivan mps est finie. Nous la supposerons donc 
normalisée en une probabilité sur T^S. Notre résultat est alors : 

Théorème 12 . l\ Soit S une surface géométriquement finie de courbure majorée par — 1 dont 
les bouts cuspidaux vérifient la condition Qj. Soit u un vecteur de T 1 5' dont la feuille H + (u) 
est non errante (pour le feuilletage horocyclique) et non compacte. Alors pour toute fonction 
continue à support compact t/) : T'-S — ► M, on a 



L'organisation du texte est la suivante : le paragraphe est consacré aux préliminaires 
sur les surfaces géométriquement finies. Le théorème 12. Il est prouvé au paragraphe |2j Nous 



J_ t ipoh B (u)ds j Tls tl)dm 



quand t — * +oo. 



Jl t V ° hs (u) ds f Tls <pdm 





quand r — > +oo . 
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en déduisons (sectionUHl un résultat d'équidistribution de moyennes généralisées en courbure 
variable (théorème 13. ljl . et pour finir nous expliquons au paragraphe^] pourquoi le théorème 
14.41 en est une simple reformulation en courbure constante. 

Je remercie M. Burger pour avoir posé une question motivant les résultats de cet article, 
et commenté une version préliminaire de ce travail. Il a suggéré l'approche consistant à 
étudier d'abord l'équidistribution de moyennes pour d'autres mesures que la mesure de 
Lebesgue, approche qu'il avait déjà considérée avec A. Fisher pour traiter cette question 
(communication personnelle) . 

1 Préliminaires 

1.1 Surfaces géométriquement finies en courbure négative variable 

Soit S une surface riemannienne à courbure sectionnelle majorée par —1. On notera S 
son revêtement universel, T — tti(S) son groupe fondamental, T^S son fibré unitaire tangent, 
et 7r : T X S — ► S la projection canonique. Soit d la distance^ riemannienne su£,S et S. 

Le bord à l'infini dS de S permet de compactifier S en S — S U dS. Le groupe T 
agit sur S par isométries, et sur dS par homéomorphismes. Si o G S, l'ensemble limite 
Ar := To \ To C dS de T est aussi le plus petit fermé T-invariant de dS. 

Le cocycle de Busemann est la fonction continue définie pour tout Ç G dS et (x, y) G S 2 
par (3ç(x,y) := \\md{x,z) — d(y,z) = "d(x,t;) — d(y,£,)" . Un horocycle H C S centré en £ 

est une ligne de niveau de l'application y — ► /3ç(y, o). Une horoboule H C S centrée en £ est 
un sous-ensemble H = {y G S, (3ç{y, o) < C}, avec C G M. 

Si ji G T'-S, notons u + et u~ les extrémités dans dS de la géodésique définie par u, 
et d 2 S := dS x dS \ {(£,£),£ G dS}. Le fibré unitaire tangent T X S est homéomorphe à 
d 2 S x IR via l'application u i— » (w _ , it + , f3 v - (v, o)). L' ensemble non errant il C T X S du flot 
géodésique g — (g^tew. de S (agissant sur T^S) s'identifie (Eberlein, Jï]) à l'ensemble des 
vecteurs v G T X S dont un relevé v G T X S définit une géodésique dont les deux extrémités 
sont dans Ar- 

Un point £ de l'ensemble limite Ar est dit radial s'il existe un point o G S* et une infinité 
de points de l'orbite To à distance bornée du rayon [o£). Si £ G Ar est l'unique point fixe 
d'une isométrie parabolique de T, il est dit parabolique. Le stabilisateur dans T d'un tel point 
sera appelé un sous-groupe parabolique . Nous noterons A/? (resp. Ap) l'ensemble des points 
limite radiaux (resp. paraboliques) de Ar- 

Le groupe T est dit cocompact si S est compacte, convexe-cocompact si fl est compact, 
et géométriquement fini si Ar = Ap U Ap. Si T est géométriquement fini, la projection 7r(f2) 
sur S de l'ensemble non errant fl C T X S du flot géodésique se décompose en l'union d'une 
partie compacte Co, et d'un nombre fini de cusps C\. Cette caractérisation de la finitude 
géométrique est classique sur des variétés à courbure pincée (voir Bowditch [H]), mais reste 
vraie en courbure seulement majorée par —1 (voir Roblin ^Hj)- Si S est hyperbolique, T est 
géométriquement fini si et seulement s'il est de type fini. 

L' exposant critique d'un sous-groupe G de T est défini comme 

Ô G = limsup i log H { g G G, d(o, go) G [T,T + 1[}. 

T^oo 1 

C'est aussi l'exposant critique de la série de Poincaré de G 

gec 

En courbure constante, le fait que T soit géométriquement fini implique qu'il est divergent, 
i.e. que la série ci-dessus (pour G = T) est divergente en s — 5r (Sullivan |22J. Ceci est faux 
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en général en courbure variable, et nous imposerons dans toute la suite l'hypothèse suivante. 
Pour tout sous-groupe parabolique II de T, il existe une constante D > 1 telle que 

^e SuT < tt { P € H, d(o, po)<T} < De 5nT (1) 

Cette hypothèse est vérifiée lorsque les cusps de S sont isométriques aux cusps d'une surface 
localement symétrique à courbure négative (voir 20\). 

Elle implique que tout sous-groupe parabolique II de V est divergent. Les travaux de 
Dal'bo, Otal et Peigné fS] permettent d'en déduire un grand nombre de renseignements, 
dont certains sont résumés dans la proposition suivante : 

Proposition 1.1 (Dal'bo-Otal-Peigné [8j) SoitT un groupe géométriquement fini, dont 
tout sous-groupe parabolique II est divergent. Alors Su < <5p . et le groupe T est lui-même 
divergent. 

Remarque 1.2 Ce résultat n'est en fait démontré dans [H] que dans le cadre des variétés 
géométriquement finies à courbure négative pincée, cas dans lequel la décomposition de S 
en l'union des cusps et de la partie compacte est classique. Mais Roblin jTH] a montré que 
pour obtenir cette décomposition, il suffit que la courbure soit majorée par —1, de sorte que 
le résultat ci-dessus est vrai sous cette hypothèse. 

Nous verrons une autre conséquence tirée de [8J de cette hypothèse au paragraphe suivant. 

1.2 Feuilletage horocyclique 

Les horocycles de S se relèvent à T X S de la manière suivante. Si H est un horocycle 
centré en £ G dS, définissons H + C T x 5 comme l'ensemble des vecteurs v € T X S dont le 
point base est sur H et tels que v~ = £. Si u 6 T 1 S, nous noterons H(u) Phorocycle de S 
centré en u~ et passant par le point base de u, et H + (u) son relevé à r 1 ^ : 

H+{u) = {ve T 1 ^, v- = u~ et /3 v -(u,v) = 0} . 

Les horocycles de T 1 *? coïncident avec les variétés fortement instables du flot géodésique, 
nous les appellerons donc horocycles fortement instables. Ils forment un feuilletage (trivial) 
de T 1 ^ de dimension 1 et de codimension 2. Ils passent au quotient sur T 1 ^ en les var- 
iétés fortement instables du flot géodésique de T X S, toujours notées H + (u) pour simplifier. 
Sur T 1 ^, ce feuilletage n'est plus trivial, nous l'appellerons feuilletage fortement instable, 
noté W su . 

Rappelons quelques notions sur les feuilletages. Si <p : B — » R 2 x R est une carte de ce 
feuilletage, B sera appelée une boîte. Une plaque de B est un ensemble P = ^^({a;} x R), 
et une transversale T de B est un ensemble de la forme T = (^ _1 (M 2 x {t}). Si P est une 
plaque et T une transversale de B, nous noterons B = T x P. Si u G B, nous noterons 
P u C H + (u) sa plaque dans B. 

Vue la structure produit de T 1 !? ~ d 2 S x R, une famille naturelle de transversales au 
feuilletage fortement instable de T 1 ^ est l'ensemble des variétés faiblement stables W s (u) 
du flot géodésique g. Elles sont définies par 

W s (u) := {v e T 1 ^, v+ = u + }. 

Elles passent au quotient sur r 1 ^ en les variétés faiblement stables W s (u) du flot géodésique 
g, et on pourra prendre pour transversales des petits ouverts de ces variétés stables. 

Une application d'holonomie Ç : T —> T' entre deux transversales T et T' d'une même 
boîte B est l'homéomorphisme qui suit les plaques de B de T dans T' . Plus généralement, 
on appelle application d'holonomie une composée (au sens d'un pseudogroupe, 0) de telles 
applications. 
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Une mesure transverse au feuilletage W su est une collection de mesures de Radon v = 
{vt} sur les transversales T au feuilletage. Elle est dite invariante par holonomie si pour 
toute application d'holonomie Ç : T — > T' , 

C,*VT = VT'- 

Notons que toute feuille fermée H + du feuilletage induit une mesure transverse invariante 
canonique v H définie sur toute transversale T de la manière suivante : 

teTnH+ 

Le support d'une mesure transverse v = {vt} est l'union des supports des mesures Vt, T 
décrivant toutes les transversales à W su . Si v est invariante par holonomie, c'est un ensemble 
saturé du feuilletage (i.e. une union de feuilles). 

On appelle système de Haar une collection de mesures a — {an + } sur les feuilles H + 
du feuilletage, qui vérifient la condition de continuité suivante. Pour toute boîte B — T x P 
relativement compacte, l'application ci-dessous est continue : 

tET^a H+ (P t ) (2) 

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté sur la feuille H + considérée, nous noterons a au lieu 
de O.H+ ■ 

La mesure riemannienne induite sur le feuilletage, notée A = {A#+}, est un exemple de 
système de Haar. 

La donnée d'une mesure transverse v invariante par holonomie et d'un système de Haar 
a permet de définir une mesure, notée v o a, sur tout r 1 ^. On la définit sur toute boîte 
B = T x P par 

uoa{B) := [ a{P t )dv T {t), (3) 

JT 

l'invariance par holonomie de v impliquant que l'expression ci-dessus ne dépend pas du choix 
de la transversale T. 

La mesure de Patter son-Sullivan sur T 1 ^ est un exemple de tel produit. Rappelons qu'on 
la construit à partir de la mesure T-invariante tops sur T 1 »^ = d 2 S x R définie par : 

drhps{v) = exp Sr(3 v + (o, ir(v)) exp o~r(3 v - (°; ir{v))dv (v + )dv (v~)dt, 

où v est une mesure sur dS de support inclus dans l'ensemble limite Ar, dite mesure de 
Patterson. Lorsque T est divergent (ce qui est assuré par QJ), il existe une unique telle 
mesure sur dS, de sorte que cette construction donne une unique mesure mps sur T 1 ^, 
appelée la mesure de Patterson-Sullivan. 

La formule ci-dessus généralise l'expression donnée par Sullivan j2Ï] en courbure con- 
stante égale à —1 : 

dv {v + ) di> (v~) dt 



drhp S (v) 



v + \ 2Sr 



On définit un système de Haar en considérant les mesures conditionnelles de rhps sur 
les horocycles fortement instables : 

dji P H + (v) — expSr/3 v +(o,ir(v))di'o(v + ) 

Cette famille est T-invariante au sens où 7*/ï^ + = M î '#+, et passe donc au quotient en une 
famille de mesures n ps — {/J^+} sur les feuilles H + de W su . La propriété de continuité (El 
est démontrée dans ^Hj (Lemme 1.16), ce qui assure que c'est bien un système de Haar. 
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Cette famille de mesures vérifie la propriété immédiate et essentielle d'être dilatée quand on 
la pousse par le flot : 

= (4) 

D'autre part, on sait aussi que la mesure v Q utilisée ci-dessus a pour support A r , de sorte 
que chacune des mesures fi^ + ci-dessus a pour support l'ensemble des vecteurs v de H + , 
tels que v + G A r . Si H + est centrée dans A r , ce support n'est rien d'autre que H + n fî. 
De la même manière, si T = W s (v) est une transversale au feuilletage, la formule 

dfj,T{w) = exp(— ôrt)di/ (w ~)dt 

définit une mesure transverse invariante par holonomie et par T, qui passe donc au quotient 
en une mesure transverse invariante par holonomie pour le feuilletage W su , notée fi = {ht}- 
Par construction de toutes ces mesures, il est clair que mps est le produit de cette mesure 
transverse \i et du système de Haar yP s = {fJ, p ^ + } au sens de 10 ci-dessus. 

Sous l'hypothèse on a vu (nronosition ll.il) que le groupe T est divergent et que pour 
tout sous-groupe parabolique II de T, on a <5n < Sr- Des travaux de Dal'bo-Otal-Peigné [8 , 
on déduit alors que la mesure de Patterson-Sullivan est finie. 

La topologie des feuilles de W su est bien connue. Pour la décrire, introduisons l'ensemble 
£ C T X S des vecteurs v G T X S dont un relevé v à T X S vérifie v~ G Ar- Il se décompose en 
une union disjointe 

£ = £ R U£ P , 

où £r (resp. £p) est l'ensemble des vecteurs tels que v~ G A_r (resp. v~ G Ap ). Remarquons 
que £p est l'ensemble des vecteurs négativement divergents par le flot géodésique, i.e. dont 
l'orbite (fl l_t w)t>o diverge dans un cusp de S, et £ r est l'ensemble négativement récurrent, i.e. 
l'ensemble des vecteurs dont l'orbite {g~ t u)t>o revient infiniment souvent dans un compact 
de S. 

Théorème 1.3 (Dal'bo [7J, Hedlund [14j) Soit S une surface géométriquement finie à 
courbure majorée par une constante strictement négative. Alors : 

1. Les horocycles inclus dans £r sont denses dans £. En particulier, leur projection sur 
S revient infiniment souvent dans la partie compacte Cq de la variété. 

2. Les horocycles de £p sont compacts. 

3. Les horocycles de T 1 S' \ £ sont fermés et plongés dans T l S . 

Par analogie avec le cas des flots, l'ensemble £ sera appelé ensemble non errant du feuilletage 
horocyclique. 

Nos résultats reposent grandement sur le théorème suivant de classification des mesures 
transverses invariantes. Ce théorème a été prouvé par Dani sur les surfaces hyperboliques 
de volume fini, par Burger [5] sur les surfaces hyperboliques convexes-cocompactes et par 
Roblin [Ej dans le cas général en courbure variable. 

Théorème 1.4 (Roblin, |18j) Si S est une surface géométriquement finie de courbure 
au plus —1 dont la mesure de Patterson-Sullivan est finie, alors les mesures transverses 
invariantes par holonomie et ergodiques sont de l'un des trois types suivants : 

1. Une unique mesure /i = {/ir} de support £ telle que ht(T H £p) = pour toute 
transversale T. 

2. Les mesures induites canoniquement par un horocycle compact de £p. 

3. Les mesures induites par les horocycles (fermés) inclus dans T 1 S\£. 

En particulier, on en déduit que sans hypothèse d'ergodicité, il existe une unique mesure 
fi = {^t} de support £ telle que [1t(T n £p) = pour toute transversale T. 
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Remarque 1.5 En fait, le théorème 11.41 est démontré dans ^H] sous l'hypothèse de non- 
arithméticité du spectre des longueurs, et c'est Dal'bo [Jj qui a montré que cette hypothèse 
est satisfaite sur les surfaces. La même remarque s'applique au théorème 12.21 énoncé plus 
loin. 

Pour finir, rappelons que sur chaque feuille H + du feuilletage de T X S, on dispose d'une 
distance djj+, distance dite de Hamenstâdt (voir Q^l) et définie comme suit. Pour tous 
(u, v) G {H + ) 2 , si x € S est un point quelconque de la géodésique (u + v + ), 

d H +(u,v) = exp Q/3 u+ (x,<u) + ~(3 v +(x,v)j 

Elles sont bien définies (car l'expression ci-dessus ne dépend pas de a; G (u + v + )), invariantes 
par isométries : pour tout 7, d lH + (7U, jv) — dn+ (u, v), et poussées par le flot, elles vérifient 
pour tout icK, 

dgt H +{9 t u,g t v) = e* d H +(u,v). (5) 

Nous noterons B + (u, r) une boule pour la distance dn+ ■ La propriété d'invariance par T 
de ces distances fait que les boules passent au quotient en des ensembles qui seront encore 
notés B + (u, r). 



2 Equidistribution des moyennes vers la mesure de Patterson- 
Sullivan 

Les moyennes que nous considérons dans ce paragraphe sont définies sur de grandes 
boules à l'aide de la famille de mesures ^ ps = {/•*#+} associées à la mesure de Patterson- 
Sullivan. Rappelons que nous omettons l'indice H + lorsqu'aucune confusion n'est possible. 

Plus précisément, si u G T X S et r > 0, notons M r>u la probabilité sur H + (u) définie pour 
toute fonction continue à support compact ip : T^-S — > R par 

Mr,uW = -^Tjè? VT / ^) ^ PS («)- 

fi?*{B+{u,r)) J B +{ u ,r) 

Si la feuille H + {u) est incluse dans £, i.e. centrée dans l'ensemble limite Ar, rappelons que 
chaque mesure (J^ + est à support H + HO. Autrement dit, si u est un vecteur de l'ensemble 
non errant £ du feuilletage horocyclique, pour tout r > 0, M r>u est une probabilité à support 
dans l'ensemble non errant fl du flot géodésique. 

Notons la propriété suivante, qui découle directement de la relation Q vérifiée par /x ps 
et de la propriété de dilatation des distances horosphériques ©■ Pour tout u G T 1 ^, tout 
teEet toute fonction ip : r 1 ^ — > R, on a 

M r ,„(V0 = M re -t, g -t u (i> o g 1 ) (6) 

Rappelons que sous l'hypothèse la mesure de Patterson-Sullivan est finie, et on la suppose 
normalisée en une probabilité. Notre premier résultat est le suivant : 

Théorème 2.1 Soit S une surface de courbure au plus —1 géométriquement finie dont les 
cusps vérifient la condition Qj. Alors pour tout u G Er C £ et toute fonction continue à 
support compact ip : T X S — -> R, on a 



lim M ru (tjj) = 

r — >+oo 




ip dm ps 



Dans les deux paragraphes qui suivent, nous allons présenter deux preuves distinctes de 
ce résultat, l'une dans le cas d'une variété convexe-cocompacte, i.e. géométriquement finie 
sans cusps, où on obtiendra même une convergence uniforme en u à ip fixée, et la seconde 
dans le cas général. 
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2.1 Preuve dans le cas convexe-cocompact 



Si M est convexe-cocompacte, fi est compact, et si u est un vecteur non errant du flot 
géodésique, les moyennes {M r ^ u ) r> o sont à support compact. 

La preuve repose sur deux faits indépendants, et reprend certains des arguments utilisés 
par Ellis et Perrizo dans |E-Pj . Le premier fait est l'équidistribution des moyennes poussées 
par le flot : c'est un résultat général de Babillot (valable en toute dimension), provenant de 
la propriété de mélange de mps- 

Théorème 2.2 (Babillot, [lj) Soit S une surface géométriquement finie à courbure in- 
férieure à —1. Pour toute fonction ip : T 1 S — > R continue à support compact, u € fi et r > 
fixé, la suite de moyennes (M rjU (ip o g ))t>o converge vers J Tls ip dmps quand t — » +oo. 

Le deuxième fait concerne l'équicontinuité de la famille de fonctions {u — » M ru (ip o 

<?<),* >o}. 

Lemme 2.3 Soit ip '■ — > R une fonction continue à support compact. La famille de 

fonctions u — > M r ^ u (ijj o g*) esi équicontinue en t > 0. 

Ce lemme est démontré dans ^j], lemme 4.3, lorsque pour tout u G fi, on a 



^ + (dB+(u,l)) = 0. 

Cette condition sur le bord des boules horosphériques est satisfaite ici. En effet, elles sont 
de dimension 1, et donc leur bord comporte deux points. Comme par ailleurs la mesure de 
Patterson v Q est sans atomes (voir [H]), la mesure aussi, d'où le résultat. 

Comme fi est compact, le lemme ci-dessus implique que la famille d'applications {u — > 
M r , u (ip ° .9*) , t > 0} est en fait uniformément équicontinue sur fi. On en déduit que les 
moyennes M r ^ u (ip o g t ) convergent uniformément en u G fi vers J T1S tp draps- 

On utilise alors la relation fondamentale © pour passer de la propriété d'équidistribution 
du théorème [221 à celle souhaitée du théorème 12. Il Plus précisément, si ip : T 1 — > M est une 
fonction continue fixée, et e > est donné, il existe un T > 0, tel que pour tout t > T et 
tout m G fi, on a 



Mr^og* 



tj) dmps 



T 1 S 



<£. 



Maintenant, si v G fi et t > T, la relation © et l'inégalité ci-dessus appliquée à u 
donnent 



g -v 



M T 



ip dmps 



T 1 S 



<e. 



Ceci conclut la preuve du théorème 12 .11 



2.2 Cas général 

Dans ce paragraphe, nous traitons le cas où S a des cusps. Il n'y a plus alors unicité 
d'une mesure transverse invariante par holonomie (voir le théorème I1.4J1 . Nous donnons 
donc une preuve différente de la précédente, dont le principe est de montrer que toute valeur 
d'adhérence des probabilités (M riU ) r> Q, pour u G £p, est égale à mps- 

Le problème essentiel qui apparaît est la non-compacité de l'ensemble non-errant fi du 
flot géodésique. L'étape cruciale de la preuve est alors le théorème ci-dessous (qui nécessite 
l'hypothèse (QJ). 

Théorème 2.4 (|20j) Soit M une variété à courbure au plus —1 géométriquement finie 
dont les cusps vérifient la condition Q). Soit e > fixé, et C C T X M un compact. Il existe 
un compact K £t c de l'ensemble non errant fi du flot géodésique, tel que pour tout vecteur u 
de C l~l Ep et tout r > 0, on a 

M r , u {K e , c ) > 1 - £ 
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Ce résultat assure que pour tout vecteur u fixé de £p, les valeurs d'adhérence lorsque 
r — » +00 de (M r>u ) r >o pour la topologie faible sont des probabilités à support dans Cl. 
Autrement dit, il n'y a pas de perte de masse due à la présence de cusps. 

Le reste de la preuve réside dans les deux lemmes indépendants ci-dessous. 

Lemme 2.5 Siu G £p, toute valeur d'adhérence m de {M r>u ) r >Q quand r — » +00 se décom- 
pose sous la forme m = v o ji ps , où v est une mesure transverse invariante par holonomie, 
et n ps est le système de Haar associé à la mesure de Patterson-Sullivan. 

Ce lemme est le seul qui utilise le fait que S est une surface, et donc que les feuilles du 
feuilletage horocyclique sont de dimension 1. 

Lemme 2.6 Si u G £r, toute valeur d'adhérence m de {M r>u ) r >o quand r — » +00 vérifie 
m(£ P ) = 0. 

Des deux lemmes ci-dessus, on déduit que toute valeur d'adhérence des moyennes s'écrit 
v o /i ps , où v est une mesure transverse invariante à support dans £, et telle que pour toute 
transversale T, vt{£p H T) = 0. 

Le théorème 11.41 de classification des mesures transverses invariantes par holonomie et 
le lemme 12.61 impliquent alors v = fx (à une constante multiplicative près) . Toute valeur 
d'adhérence de (M ryU ) r > est alors une probabilité de la forme cste/i o yf s = cstemps, et 
le fait que mps soit normalisée donne este = 1. Ceci signifie exactement la convergence des 
moyennes vers la mesure de Patterson-Sullivan. 

Démonstration du lemme 12.51 Définissons pour tout r > une mesure transverse 
v T = {vïp) par 

V ' T := vP>(B+(u,r)) ^ Ôt 



E 

teTr\B+(u,r) 



Soit m une valeur d'adhérence de la suite {M r>u ) r >Q. Il suffit de montrer qu'en restriction 
à toute boîte relativement compacte B = T x P, la mesure m est de la forme voulue. Sur 
une telle boîte, on a 



M r>u (B) = / dv r T {t) I 1 dfi ps + R(B, T, r) . 

J T J Pt 

L'erreur commise R(B,T,r) est due d'une part à des termes éventuellement oubliés dans 
l'intégrale sur T, correspondant aux t S Tr\H + (u)\B + (u, r), tels que n ps (P t r\B + (u 7 r)) > 0, 
et d'autre part à des termes comptés en trop dans cette intégrale, les t 6 T n B + (u,r) tels 
que /i ps (Pt H B + (u, r)) < fi ps (P t ). Chacun de ces termes est majoré en valeur absolue par 

77—7 tt- supu, ps (P t ). De plus, le fait que les feuilles soient de dimension 1 et les boules 

H ps (B+{u,r)) t£T 

B + (u,r) soient connexes implique qu'il y a au plus deux termes d'erreur. Finalement, on a 

'^' r ^^ ^(^ ( ,,o) 2 ^r PS(Pt) - 



Fait 2.7 Soit u g Su. La quantité fi ps (B + (u,r)) tend vers +00 quand r — > +00. 

En effet, comme u~ G Ap, il existe une suite tk — » +00 telle que g~ tk u est basé dans la 
partie compacte Cq. Les relations QJ et © donnent 

li ps {B + {u,é k )) = e Srt " fjP s (B + (g- tk u,l)) > e Mfc inf n ps {B + (w, 1)) +00. 

wGSïnCo 

On déduit du fait ci-dessus que le reste R(B,T,r) tend vers quand r — > 00. Comme 
les moyennes sont à support dans Cl, on peut se restreindre aux boîtes B telles que pour 
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B+(u,r) 



D 



1- 



n 



u 



u 



n 



u u; 

/ 

R(B, T, r) 



T 



tout t G T, P( n il est non vide. Mais comme la mesure /i^f + a pour support iî + H O, ceci 
implique qu'on peut supposer 

< inf u p '(P t ) < sup u ps (P t ) < +00. 
ter ter 

Ces inégalités montrent que si la suite (M rniU )„ e N converge vers une mesure m, alors la suite 
de mesures u T n converge aussi vers une mesure vt pour la topologie faible de T. Ceci définit 
une mesure transverse v = {vt}, et le fait que fj, ps soit un système de Haar implique alors 
que la mesure m est de la forme m — vo fi ps . 

Pour démontrer le lemme, il reste à vérifier que la mesure transverse v — {vt} ainsi 
définie est invariante par holonomie. Pour tout r > et toute application d'holonomie 
Ç : T — > T' entre deux transversales T et T' d'une même boîte B, toujours parce que le 
feuilletage est de dimension 1 et les boules sont connexes, on a 



On en déduit que 



# (T n B+(u, r)) A<T 1 (T' n B+(u, r)) < 2. 



lim v r T (rn J B+(M,r)AC _1 (T'nS + (u,r))) =0. 

->+oo 



Ceci prouve bien que les valeurs d'adhérence de v T — {v T } sont invariantes par holonomie. 

□ 



Démonstration du lemme 12.61 L'argument est repris de [2 . Considérons une limite 
vague m de (M rntU ) quand n —y +00, et supposons qu'il existe un compact Q C £p tel que 
m(Q) = [3 > 0. Le théorème l2.4l de non divergence fournit un compact K = Kp/ 4 Co de r 1 ^ 
tel que pour tout vecteur v G £ r basé dans la partie compacte Cq, et tout r > 0, on ait 

Mr, v (K) > 1 - I . (7) 

Les vecteurs de £p sont divergents pour le flot géodésique. Par compacité de Q, on sait que 
pour tout t > suffisamment grand, g~ l Q ne rencontre pas le compact K. Or (g~ t u)t>o 
revient infiniment souvent dans la partie compacte Co ; on peut donc trouver T > tel que 
l'on ait simultanément 

g~ T Q C\K = $ et g~ T u G C . 

Comme g~ T Q et K sont deux compacts disjoints, on peut trouver une fonction ip : T 1 S — > 
[0, 1] continue à support compact valant 1 sur g~ T Q et sur K. En particulier, ip > 1 q -tq — 
1q o g T , et on a alors 

lim M rn ,u{^ g~ T ) = m(tp o g~ T ) > m(Q) =0>O. 
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Il existe donc N G N tel que pour tout n > N, on ait 



M rne -T, g - Tu {i>) = M rntU (tp o g~ T ) > | . (8) 
Mais i\> < 1 — 1^, d'où pour tout r > 0, d'après (0 ci-dessus, 

M r , r T.„(ii) < 1 - M r g -T u ( y K) < | , 
ce qui, lorsque r = r n e~ T avec n > iV est en contradiction avec □ 

3 Equidistribution de moyennes généralisées 

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à des moyennes du même type que précédem- 
ment, mais pour une famille de mesures quelconque sur les feuilles. 

Soit donc a = {a H +} un système de Haar pour le feuilletage horocyclique de T 1 ^. Soient 
u G T 1 ,? un vecteur, r > et -0 : T^S — * R une fonction continue. On définit alors 



M« U (V>) := * » / Hv) da(v 
a{B+{u,r)) J B +(u,r) 



(t*,r) 

Le but de cette section est d'obtenir un théorème d'équirépartition de ces moyennes 
généralisées analogue au théorème 12.11 la mesure limite étant cette fois la mesure jj, o a 
au lieu de la mesure de Patterson-Sullivan mps, où /U désigne toujours l'unique mesure 
transverse invariante à support dans £ telle que ^t(£p H T) = pour toute transversale T. 

Nous allons déduire du théorème 12. Il le résultat suivant : 

Théorème 3.1 Soit S une surface géométriquement finie à courbure au plus —1 dont les 
cusps vérifient la condition p|). Soit a — {a B + } un système de Haar pour le feuilletage W su , 
tel que pour toute feuille H + , la mesure a#+ est de support H + . Pour tout u G £r C £ et 
toutes fonctions continues à support compact ip et ip de T X S dans R, on a 

lB+(u, r )^ da f Tls ipd(noa) 

-7 — — > -j -, quand r — * +oo. 

} B +{u,r) L P da } Tls ipd{noa) 

Démonstration: Il suffit de montrer que pour tout compact K C\T l S fixé (suffisamment 
gros pour que fj, o a(K) ^ 0), il existe une constante c(K) > 0, telle que pour toute fonction 
: T X S — » R continue à support dans K, on a 

f r+ < ^ "0 da r 
M r Q ; K (0) := r B ( "' r) > c{K) / d(pt o a) , quand r -> +oo. (9) 



Js+(u,r) ■'PS 

Nous aurons besoin pour cela du lemme suivant : 

Lemme 3.2 Si u G £r, îZ existe un compact Ko de r 1 ^ ieZ çtte a{B + (u,r) fi Ko) - ► +°° 
quand r — > +oo. 

Démonstration: Comme u~ G A^, l'horocycle H + (u) revient infiniment souvent dans 
l'ensemble 7r Co des vecteurs basés dans la partie compacte Cq de S fthéorème ll.3|l ). 
Posons Ko = {w £ B + (v,l), avec v G 7r _1 Cb}- Comme ajj+( u ) est de support H + (u), 
inf a^f+( 1 ,)(iî + (w, 1)) > 0. Par définition de Ko, on en déduit otn+r u \(Ko) — +oo, ce qui 

donne le résultat voulu. □ 
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Remarque 3.3 La démonstration du lemme ci-dessus est le seul endroit où on utilise le 
fait que pour toute feuille H + , a H + est de support tout H + . On peut tout à fait se passer 
de cette hypothèse dès que la conclusion du lemme ci-dessus est vérifiée, ce qui, comme on 
l'a vu, est le cas de pour la famille de mesures {/^ + }. 

Il suffit maintenant de montrer © pour tout compact K de T 1 S qui contient Kq. Nous 
supposerons que le compact K considéré est propre, i.e. égal à l'adhérence de son intérieur. 
Considérées comme des probabilités sur K, les moyennes M"^ ont des valeurs d'adhérence 
pour la topologie faible sur K qui sont des probabilités sur K. Pour toute transversale T au 
feuilletage qui est incluse dans K et tout r > 0, posons 

V ^ := a(B+(u,r)nK) ^ 5t ' 

Pour toute boîte B = T x P incluse dans K et toute fonction continue ip à support dans B, 
écrivons 

J T J Pt 

Le même raisonnement que dans la preuve du lemme l2~5l donne la majoration 

'^r,r)l< a( ^ 1 r)nJ0 2l|^ BO aupaW 

Le lemme ROI ci-dessus assure que ce reste tend vers quand r — > +oo. 

Ce qui précède montre que toute valeur d'adhérence m = lim, woo M"', est de la forme 
i/oa, avec v — {vt} une mesure transverse définie sur toutes les transversales T au feuilletage 
incluses dans K par 

" - lim v T 



n — >oo 

Rappelons que dans la preuve du lemme 12.51 on avait défini pour tout r > une mesure 
transverse v r de façon similaire à v a - r . On a pour tout r > et toute transversale T incluse 
dans K 

vOL . r = ^ s (B+(u,r)) ^ 
Vt a{B+{u,r)^K) l ' T ' 

Le théorème 12.11 implique que pour toute transversale T, Vj. converge faiblement vers Ht 
quand r — > oo. Le fait que, en restriction à K , m = lirn^oo soit une probabilité 

implique qu'il existe des transversales T incluses dans K, pour lesquelles vp r " converge 
faiblement vers une mesure finie non nulle vt- Ces deux faits réunis impliquent la convergence 
uP s (B+(u, r n )) 

de — ^— — - vers une constante finie non nulle. Donc vt est proportionnelle à lit. 

a(B+(u, r n ) n K) 

Finalement, un argument de normalisation permet d'en déduire que pour toute fonction 
continue à support dans K, 

Kl A _ $TiS^ d ^ OOL ) 



m(V0 = lim M«^(V>) 



J Tls l K d(fioa)' 



Ceci étant vrai pour tout compact K et toute valeur d'adhérence m de (M"^ K ) r>0 , le 
théorème en découle. □ 



4 Courbure constante : moyennes sur les orbites du flot 
horocyclique 

Soit S = r\H une surface hyperbolique géométriquement finie, avec H l'espace hyper- 
bolique. Le groupe PS I L(2,M) agit simplement transitivement sur son fibré tangent T 1 H, 
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on peut donc identifier T 1 !! avec PSL(2,M). Dans cette identification, le flot horocyclique 
(h t ) t çR agit par multiplication à droite par {( ] ? ] , t E R}. Ceci revient à déplacer 



v t 1 / 

les vecteurs d'une distance t sur Phorocycle fortement instable qu'ils définissent (pour la 
métrique induite sur l'horocycle par la métrique hyperbolique). Cette action commute à F, 
et passe donc au quotient en le flot horocyclique de T 1 ^ 

La succession d'énoncés ci-dessous permet de voir que le théorème 14.41 est un cas partic- 
ulier du théorème 13. Il démontré précédemment. 

Un calcul simple mais fastidieux donne 

Le m me 4.1 Si u e T X H etteR, on a d H+ (u, /i*(u)) = |*|- 

Les boules B + (u,r) sont dans ce cas exactement les segments d'orbites (/i s (w))| s |< t . 
D'autre part, par continuité du flot horocyclique, on a facilement : 

Lemme 4.2 La mesure dt sur les orbites du flot horocyclique est un système de Haar pour 
le feuilletage horocyclique, que l'on notera A. 

Un calcul simple montre que tous les sous-groupes paraboliques de T ont pour exposant 
1/2. En comparant la distance hyperbolique et la distance induite sur un horocycle entre 
deux points d'un même horocycle, on montre : 

Lemme 4.3 L'hypothèse Q) de croissance des cusps est vérifiée. 

Notre dernier résultat est donc : 

Théorème 4.4 Soit S une surface hyperbolique géométriquement finie. Alors pour toutu S 
£ r et pour toutes fonctions tp et tp continues à support compact sur T l S , on a 



t 

^oh s (u)ds I ipd(fio\) 



ipoh s (u)ds I ipd{po\) 

i Tls 



quand t — > oo. 



Remarquons que la mesure m = fj,o A du théorème ci-dessus est infinie dès que l'ensemble 
limite Ar est strictement inclus dans le bord dS (i.e. dès que S n'est plus de volume fini). 
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